IV. PROGRAMMATION LINEAIRE

—Forme standard
—Résolution graphique
—D¢éfinitions et théoremes
—Algorithme du simplexe
—Dualité

—Approches non linéaires



IV. PROGRAMMATION LINEAIRE
IV.1 Forme standard (1)

.. T
Minimiser € X

avec Ax=b x=0

b=0 A€ER™ rangA=m=<n

I1 est toujours possible de revenir a la forme standard !



IV. PROGRAMMATION LINEAIRE
IV.1 Forme standard (2)

Transformations sous forme standard:

1° 3 b, <0 = multiplier b, etligne 4  par-1

2° max c'x| = min -c'x

3° Ax=b < Ax-y=b y=0
4° Ax<b < Ax+y=b y=0
5 x. =x=x_ | = z=x-x, =0

Z+y=xmax_xmi yZO

n



IV. PROGRAMMATION LINEAIRE
IV.1 Forme standard (3)

Exemple : Allocation de ressources
Produit A Produit B Disponibilité

Machine 1 10 5 2000
Machine 2 < 10 1500
Machine 3 1 2 500
Profit 10 20

Objectif: < max 10x, +20x, avec 10x, +5x, <2000

Maximiser 4x, +10x, <1500

le profit
x, +2x, <500 x2z0 x,=0

< min -10x, -20x, avec 10x, +5x, +x; =2000
4x, +10x, + x, =1500
X, +2x, + x5 =500

xz0 x,=z0 x;=0 x,=20 x;=0



IV. PROGRAMMATION LINEAIRE
IV.2 Résolution graphique (1)

Résolution d’un probléme a 2 dimensions : (Exemple précédent)

X, 4
T |10x, +5x, = 2000

P=(15625, 87,.5)

X, +2x, = 500

A

4x, +10x, = 1500

100

i 1 >
10x, +20x, = ( ' ' -
Ox, +20x, =0 N 10x, +20x, =3312,5
10x, +20x, = 2000

Tracer 10x, +20x, =k => 1’optimum = P

Siobjectif = 8x; +20x, => infinité de solutions = segment ( P, A )



IV. PROGRAMMATION LINEAIRE
IV.2 Résolution graphique (2)

| \\

. . T T
Maximiser ¢ Xx cx=k>0

Solution a I’infini

Solution unique




IV. PROGRAMMATION LINEAIRE
IV.2 Résolution graphique (3)

Infinité de solutions

T~

.. T
Maximiser ¢ x

T)g=k>0

Pas de solution

7

[N /L L] \\/////

//

¢




IV. PROGRAMMATION LINEAIRE
IV.3 Définitions et théoréemes (1)

Soit un probleme standard:

min ¢’ x

avec Ax=b b=0 bLER” x=0 AER™" rangdeA=m=n
IV.31 Définitions:

Soit B = [611 a, ---am] = Base de 4 (a; lineairement indépendants)

Soit A=[BD]| BER™ rangB=m DER™"™

si x, solutionde Bx,=b < x,=B"b
X
= X = [OB] Solution de base de Ax = b

s1 xp =0  =>Solution de base admissible

st x5 >0  => Solution de base admissible non dégénérée



IV. PROGRAMMATION LINEAIRE
IV.3 Définitions et théoremes (2)

V.32 Théoréme fondamental I

1) Si 3 une solution admissible alors 4 une solution de base admissible
i1) Si 3 une solution optimale alors 3 une solution de base optimale

=> Chercher la solution parmi les solutions de base (au plus & )

m!(n —m)!

IV.33 Convexité de I’ensemble admissible

L’ensemble {x | Ax=b x=0 } est convexe
Ax, =b x, =0

Démonstration: Soient X, x,
Ax,=b x,=0

x,=Ax, +(1-A)x, A€|0,]1]
Ax; =Adx, +(1-A)Ax, =b
X, =Ax, +(1-A)x, =0 cqfd



IV. PROGRAMMATION LINEAIRE
IV.3 Définitions et théoréemes (3)

1V.34 Théoreme fondamental 11

[es solutions de base admissibles sont les sommets
de I’ensemble admissible

Corollaire

S’1l existe une solution optimale, celle-c1 est un des sommets
de I’ensemble admissible

=> M¢éthode du SIMPLEXE

Principe Evaluer la fonction aux sommets
de I’ensemble admissible

Les sommets sont obtenus en calculant
les solutions de base



IV. PROGRAMMATION LINEAIRE
IV.4 Algorithme du simplexe (1)

IV.41 Opérations €lémentaires sur les lignes

1° Permutation de deux lignes

E=

Permutation ligne 1 et 3

2° Multiplication d’une ligne par un scalaire

Multiplication ligne 2

3° Ajout d’une ligne multipliée par un

scalaire a une autre ligne

Ajout de 2 x ligne 1 a la ligne 4

A—FEA
001 0]
0100
1000
0001
] ] 100 0]
0a 0O
E=
0010
0001
1 0 0 0]
0100
E=
0010
2001




IV. PROGRAMMATION LINEAIRE
IV.4 Algorithme du simplexe (2)

V.42 Inversion matricielle par opérations €lémentaires sur les lignes

4 inversible <~ 3 operations ¢leémentaires E ---E, E|
tellesque £,---E, E, A=1

Algorithme

eFormer matrice augmentée [ A [/

*Op¢rations ¢lementaires sur les lignes
E,--E|ar|=|r B]
= B=E,---E =4"



IV. PROGRAMMATION LINEAIRE
IV.4 Algorithme du simplexe (3)

IV.43 Calcul d’une solution de base

Soit 4ER™" rang A=m
1° Former une matrice augmentée [A b ]

2° Appliquer des opérations ¢lémentaires

E[ab)-ibs| Dermom

X

3° Soit xER"‘Ax=b avec x=[B] x, €ER”

Xp

EAx=Eb©xB+5xD =bh = Xy =bN—5xD

~

==l L

~~

b
=> Solution de base ¥ = [ } x, =0 pour la base B= [al a,

0 = E=R"

a, ]



IV. PROGRAMMATION LINEAIRE
IV.4 Algorithme du simplexe (4)

I1V.44 Changement de solution de base

100y 0 Vo
01---0y,,.
[ab] . — [iDb] -
operations
eléementaires T 00---1 AT VPR P
. . e 10 h g g — -
Solution de base 1nitiale: : | dim=m dim=n-m+1
rE 0 ~ |Pmo pour la base B=[al°"am:|
avec 0

Ax =b < ypa; + yya, +.”+ym(;am =b
B|:ID:|=A<i>y1jaz1 +y, a4, -+ y,a,=a, Ym<jsn

Changement de base: remplacer a, par a, dans B




IV. PROGRAMMATION LINEAIRE
IV.4 Algorithme du simplexe (5)

IV.44 Changement de solution de base ( suite)

Dans I’ancienne base: 4, —Eyzq i = 2, Vigdi TV pg,
=
i=p

Dans la nouvelle base: a,=—a, -

m
Dans I’ancienne base: @; = E Y4,

y .
Dans la nouvelle base: a,; = Z(y,-j -y Ja, +—""a

: Vi : : Vo
=>Pivotage  y; >y, ="y, i=p Vj et y, %

prq ypq



IV. PROGRAMMATION LINEAIRE
IV.4 Algorithme du simplexe (6)

IV.45 Principe de 1’algorithme du Simplexe

Aller d’une solution de base admissible a une autre
solution de base admissible jusqu’a ce que la solution
optimale soit trouvee

Solution de base admissible ss1  x = [

Soit la base B =[a1---am] 7
et la solution de base admissible x= [ O]



IV. PROGRAMMATION LINEAIRE
IV.4 Algorithme du simplexe (7)

A. Comment choisir a,

Supposons g, entre dans la base (avec g>m)
Dans I’ancienne base a,=yu,a++y,a,

Vio@y + Vayoly ++ Y,0a,, =b

= (V10 _O‘qu)a1 + (Va0 _OO/zq)az + (Voo _O‘qu)am toa, = b

ij_a.yquO
ypO_(x.ypq=O

: . ) : y
S1 p=arg min 21 Yy >0 etsi a= 222 alors {
i yiq ypq

= a, remplace a, dans la base

=> solution de base

s |, _ TR 0..q--0F=0
admissible * [ylo g Ymo = Hmg ]T>



IV. PROGRAMMATION LINEAIRE
IV.4 Algorithme du simplexe (8)

B. Comment choisir 4,

. Xp g
Soit X = [ 0 } = [ 0} solution de base admissible
Fonction de cout z=c'x= CiXp+--+C X,

~~/

o A o o o T T T
Fonction de cott 1nitiale z = [CB CD]’ =chb =cy,, +

a, rentre dans la base et 4, en sort

_Yro

= p = argmin Jio Vi >0 a
Y Vi Y pq

Y0 = 2



IV. PROGRAMMATION LINEAIRE
IV.4 Algorithme du simplexe (9)

= (J/m _aqu)al +(y20 _ayzq)az + '”+(ym0 _aqu)am toa, = b
Fonction de cout
Z= Cl(le —O{qu)'l' “.+Cm(ym0 _aqu)-l-cqa

= 2y +OC(Cq _(Clqu +.”+Cmqu))

=z,+a(c,-z,)

s1 z-z,<0 => ]la fonction de colt décroit

< (c,-z,)<0

si (¢,-z,)=r,=0 Vg = Poptimum est atteint



IV. PROGRAMMATION LINEAIRE
IV.4 Algorithme du simplexe (10)

Algorithme

1°  Former une matrice augmentée pour une solution admissible
2° Caleuler r=c -z i=m+l,..n
3 Si =0 Vi = stop
o .. _
4°  Choisir g ‘ r,=c,—z,<0

5 81 A y,>0 = stop

sinon  p = argmin Yo
i yiq

6° Pivoter autour de I'élément (pq)

7° Retouren2°

avec y, >0

% _
(*) z, =y, +ey,+ o +C, Y,



IV. PROGRAMMATION LINEAIRE
IV.4 Algorithme du simplexe (11)

Exemple

Soit le probleme max 2x, +5x, avec O=<x <4
O<x,=<6
X +x,=<8
Forme standard
min -2x, -5x, avec x, +Xx,=4
X, +x, =6
X+ X, +x, =38

xz0 x,z0 x;=z0 x,=2z0 x,=0

=[-2 =5 0 0 0]

—_ —_ O
o o =

O = O
= 2 <
S
Il




IV. PROGRAMMATION LINEAIRE
IV.4 Algorithme du simplexe (12)

Exemple (suite)

Solution de
Matrice augmentee Base initiale base initiale

a a, a, a, as b 0
I 0 1 0 0 4 B=la, a, a] ;
0O [1] 0 1 0 6 x=|4
1 1T 0 O 1 8 6

-8_

. . T
Fonction de coiit initiale z=¢ x=0= )
Coefficients de cott relatif 1= -4 =6~ (€30 + €Yo +65Y5)) = =2
By=C, =2, =C,—(C3)), +CyVy +CsY3) =5
=> @, entre dans la base (g=2)

p = argmin Jio
i yiq

Viy>0=p=2 => g, sort de la base => pivotage



IV. PROGRAMMATION LINEAIRE
IV.4 Algorithme du simplexe (13)

Exemple (suite)

. | Nouvelle solution
Matrice apres pivotage Nouvelle base de base

a a, a, a, as b
I 0 1 0 0 4 B=lag, a, a]
O 1 0 1 0 6 X =

1, 0 0 -1 1 2

:No.hoxo:

Fonction de colt z=c'x==30

Coefficients de colt relatif 1= ~4 =6~ (C3 V1 + Yy +CsY3) = =2
1y =Cy =2, =Cy —(C3)14 +C Y0y +C5Y3,) =5
=> @, entre dans la base (qg=1)

p = argmin Jio
i yiq

Viy>0=p=3 => g, sort de la base => pivotage



IV. PROGRAMMATION LINEAIRE
IV.4 Algorithme du simplexe (14)

Exemple (suite)

. | Nouvelle solution
Matrice apres pivotage Nouvelle base de base

a a, a, a, a5 b

0 0 1 1 -1 2 B=la, a, a]

O 1 0 1 0 6 X =
1 0 O -1 1 2

:oowoxw:

Fonctionde colit z=c'x=-34

Coefficients de cott relatif 74 =€ 724 =€~ (V14 +C Yy €1 V3y) =3
Vs =C5 =25 =C5 —(C3)5 + C, Vs + € V35) =2
X, =2

=> |’optimum est atteint: R et 2x, +5x, =34
, =



IV. PROGRAMMATION LINEAIRE
IV.4 Algorithme du simplexe (15)

IV.46 Forme matricielle de 1’algorithme du simplexe

Probleme: min CTX avec Ax=b x=0
soit B = [a1 ---am] la base de 4
D= [am+1 ---an] les colonnes hors base de 4 = [B D]

el ekl

X
: T T r T B
<:> MINCy Xz +CpX, = [CB Cp ][x ]

D

avec Ax=[B D][XB
X

D

]=BxB+DxD=b X, =20 x,=0



IV. PROGRAMMATION LINEAIRE
IV.4 Algorithme du simplexe (16)

IV.46 Forme matricielle de I’algorithme du simplexe (suite)

f:

B7'b

A. si x,=0=sommet x-= 0

T T T p-1
=z, =C X=CgXz=CzB™b

B. si x,=0=x,=B8"(b-Dx,)

T T T -1 T T p-1
= Z=CpXz+CpX, =CpB b+ (c,—czB D)x,

; T T T -1
soit r, =c,—czB"D
=z =z,+7)X,

si 7,=20=>B"'h estoptimal =>x"=B"'b



IV. PROGRAMMATION LINEAIRE
IV.4 Algorithme du simplexe (17)

Tableau canonique du simplexe

A b B D b
kol c, ¢, O
B~ O]'A b} I, B'D B7'b

T - X
I O 1 _C O Cl]; Cg O p B
I, 01[{, B'D B'»] [I, B'D B™'b
—cp lf|ey of 0 0 " —c'B'D —c'B7b

| S

=> par opérations €lémentaires r, ~ %0

et pivotage = r, = 0 => arrét

= X, = B7'b



IV. PROGRAMMATION LINEAIRE
IV.4 Algorithme du simplexe (18)

Exemple

Soit le probleme

min  -10x, —-20x, avec 10x, +5x, +x;, =2000
4x, +10x, + x, =1500
x, +2x, +x, =500

xz0 x,z0 x=z0 x,=2z0 x,=0

10 5 1 0 0] 20007
— A=[4 10 0 1 0| b=[1500] " =[-10 =20 0 0 0]
1 20 01 500




IV. PROGRAMMATION LINEAIRE
IV.4 Algorithme du simplexe (19)

Exemple (suite)

Tableau Base initiale B = [a3 a, as:l
a a, a a, as b
10 5 1 0 0 2000 0
4 (10 0 1 0 1500 Solution de 0
1 2 0 0 1 500 base initiale 7~ |20%
1500
-10 =20 0 0 O |0 500
N _ _

—Zy Fonction de colt initiale

=> g, entre dans la base (g=2)

p = argmin Yio
i yiq

yl.q>0=>p=2

=> q, sort de la base => pivotage



IV. PROGRAMMATION LINEAIRE
IV.4 Algorithme du simplexe (20)

Exemple (suite)

Tableau Base courante B =[a3 a, as]
a a, a, a, as b _
8/ 0 1 -05 0 1250 0
04 1 0 01 0 150 Solution de 120
x=11250
02 0 0 -02 1 200 base 0
¢ 200 2 0 (3000 200
S 200 |

— < Fonction de colt
=> g, entre dans la base (g=1)

p = argmin Jio
i yiq

Yy >0=p=1 " => g, sort de la base => pivotage



IV. PROGRAMMATION LINEAIRE
IV.4 Algorithme du simplexe (21)

Exemple (suite)

Tableau Base courante
a, a, a, a, a; b B = [al a, as:l
1 0 0125 -=0,0625 0 156,25
0 1 -=0,05 0,125 0 &7.5 156,257
0 0 -0,025 -0,1875 1 168,75 Solution de 87,5
0 0 025 1875 033125 base *= 8
\ 168,75
* T % ) )
—Z =—C X
x, =156,25

=> optimum est atteint = 10x, +20x, =3312,5

x, =875



IV. PROGRAMMATION LINEAIRE
IV.4 Algorithme du simplexe (22)

V.47 Initialisation de la méthode du simplexe

[’algorithme suppose que 1’on démarre depuis un sommet 1nitial

Facile dans minc’'x avec Ax<b x=0 b>0

certains cas : < minc'x avec Ax+y=b x=0 y=0 yER"

X [0
@[A [m{ ]=b=>sommet initial [b]
Y

M¢éthode d’initialisation min c’x avec Ax =b
Definir le probleme associe:
miny,+y,+--+y_ avec [A ]m] x} =b et [x] =0
Y Y
Solution : y = 0

Cette solution est telle que Ax = b
=> 1nitialisation du simplexe

= sommet initial [b]



IV. PROGRAMMATION LINEAIRE
IV.4 Algorithme du simplexe (23)

Exemple

Soit le probléme  min 2x, +3x,  avec 4x, +2x,=12
x, +4x,=6
x=0 x,=0
Forme standard  min 2x,+3x, avec 4x +2x, —x, =12
x, +4x,-x,=6

xz0 x,20 x=0 x,=0

4 2 -1 0 121
= A= b= ¢"=[2 3 0 0]
1 4 0 -1 6

Initialisation min X, +x, avec [A I/ ]x=b

xz0 x=2z0 x=0 x,=20 xz=0 x,=0



IV. PROGRAMMATION LINEAIRE
IV.4 Algorithme du simplexe (24)

Exemple (suite)

Tableau du probleme associ¢ Base initiale B = [as a6:|

a a, a, a, a; a, b

0
4 2 -1 0 1 0 12 0
40 -101°1656 Solution de 10

e/ 0000 1 1 0 base initiale "~ |0

12
a a, a, a, a; a, b )

4 2 -1 0 1 0 12
14,0 -1 0 1 6

-5 -6 1 1 0 0 =18 = 4 entredans la base (g=2)

p = argmin Jio
i yiq

Vg >0=p=2  => g  sortde la base



IV. PROGRAMMATION LINEAIRE
IV.4 Algorithme du simplexe (25)

Exemple (suite)

Base courante B = [as az:l
Tableau du probleme associ¢

a d, dy dy ds dg b ?
35§ 0 =1 05 1 =05 9 Solution de S
o ° D) O
025 1 0 -025 0 025 15  pasecouranie y_J
35 01 -05 0 15 -9 9

0

=> g, entre dans la base (g=1)

. Ji
p=argmi1ny—° Vg >0=p=1 " => g, sort de la base
iq



IV. PROGRAMMATION LINEAIRE
IV.4 Algorithme du simplexe (26)

Exemple (suite)

Tableau du probléme associé Base courante B = [al az:l
a, a, a, a, a; a, b 18/
1 0 -2/7 1/7 2/7 =1/7 18/7 6/
0O 1 1/14 -2/7 -1/14 2/7 6/7 | o
o0 0 o 1 1 o Soluon x=p
0
Tableau du probléme a résoudre 0
a, a, a, a, b _
1 0 -2/7 1/7 18/7 | 1877
0 1 1/14 -2/7 /7 ~ OSolutionde - _16/7
- base 1nitiale 0
C 2 3 0 0 0 0




IV. PROGRAMMATION LINEAIRE
IV.4 Algorithme du simplexe (27)

Exemple (suite)

Base courante B = [al az:l

Tableau du probléeme a résoudre

(18/7]
i W d; 4y b Solution X = 6/7
1 0 -2/7 1/7 18/7 0
0 1 1/14 =2/7 6/7 0

0 0 5/14 4/7 -=-54/7

x, =18/7

) = 2x, +3x, =54/7
x,=6/7

=> |’optimum est atteint



IV. PROGRAMMATION LINEAIRE
IV.5 Dualité (1)

IV.51 Définitions

A. Probléme primal :  minc¢’x avec Ax=b x=0

=> Probléme dual maxA'h avec AN A=<c' A=20 < A'A=<c

B. Probléeme primal :
.7 Ax=b A b
minc x avec Ax=b x=0 < X =

=
Ax < b

=> Probleme dual max [MT v ][

b1 r
b]-(u—v)

avec [uT v ][ AA

}scTc)(u—v)TAscT uz=0v=0

soit A=u-v

< maxA'h avecA A<c’



IV. PROGRAMMATION LINEAIRE
IV.5 Dualité (2)

IV.52 Propriétés du probléeme dual

Lemme x et A solutions admissibles du probléme primal
et dual => c'x=A'b

Théoreme de la dualité

3 x* optimal = 3 A optimal et ¢ x"=A"b

Théoreme de complémentarité

Les solutions d’une paire de problemes duaux sont optimales ssi

(" = A A)x=0
A (Ax-b)=0



IV. PROGRAMMATION LINEAIRE
IV.6 Algorithme de Karmarkar (1)

Algorithme du simplexe avec une variable de dimension 7
Peut necessiter 2"-1 ¢tapes => Complexité exponentielle

Algorithme de Karmarkar => Complexit¢ polynomiale
On part de I’intérieur pour se diriger vers un sommet :
Algorithme du point intéerieur

n
Forme canonique  minc'x avec Ax=0 2 x.=1 <ex=1 e=|
de Karmarkar ~

= xEKer{A}ﬂ A avecsimplexe A = ‘{‘ e x = 1} -




IV. PROGRAMMATION LINEAIRE
IV.6 Algorithme de Karmarkar (2)

*Mise en forme du probleme standard
*Recherche d’un point admissible 9,
*Algorithme : succession de projections orthogonales

et de déplacements a I’intérieur



